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摘 要：针对扫描转换多边形时，逐像素计算准确的纹理坐标需要用到除法运算，效率较低的问题，提出一种使用线

性插值代替除法运算的纹理坐标计算方法．该 方 法 以 与 屏 幕 平 行 的 平 面 切 割 多 边 形 形 成 的 线 段 来 对 多 边 形 进 行 光

栅化，可以线性插值的方式实现纹理坐标在 透 视 投 影 下 的 正 确 计 算，消 除 了 一 般 光 栅 化 计 算 中 所 需 要 的 除 法 运 算；

对于离散化所引起的插值误差，通过增加误差 修 正 操 作 进 行 改 进．实 验 结 果 表 明，采 用 文 中 方 法 能 较 好 地 提 高 计 算

效率，并得到计算精度很高的纹理坐标．
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　　在传统的３Ｄ图形应用程序中，通常是将３Ｄ对

象表示成世 界 坐 标 中 的 多 边 形 或 者 三 角 形 的 集 合

（多边形可以最终分解为多个三角形）、多边形顶点

上负载渲染所必需的信息（比如纹理坐标，法线和颜

色等）．在进行渲染时，对于多边形在屏幕上覆盖的

每个像素，需要根据多边形顶点上的负载信息来得

到相关的信息，以进行纹理色彩等计算．
在图形流水线中，渲染的任务包括将多边形顶点



坐标转换到屏幕空间，然后将多边形进行逐行扫描

转换（一般是横向水平扫描线，每个扫描线中以多边

形边作为边界）．通常情况下，要达到透视正确的要

求［１］，每个像素信息计算要用到一系列数学操作，其
中包括除法操作．在英特尔奔腾系列ＣＰＵ中［２］，浮

点数除法的时钟周期为３３，而浮点数乘法和加法的

时钟周期仅为３，整型数加法为１．这种情况下，如果

能将扫描转换多边形过程中逐像素的除法运算转换

为乘法或者加法，将可以极大地提高渲染效率．
线性插值是一种高效的插值手段，在扫描转换

多边形时，若像素对应的纹理坐标之间是线性关系

的话，就可以利用简单的加法或者乘法操作得到像

素的纹理坐标信息．然而，在透视投影过程中，屏幕

空间和纹理坐标空间之间是投影映射关系，不能满

足线性插值的条件，故直接利用线性插值会出现明

显的视觉错误［３］．
本文首先分析了目前计算透视正确纹理坐标的

几种有代表性的方法及其各自的特点与不足；接着

提出本文方法，将像素按照深度相同的原则组织成

扫描线（通常是斜向的），以保证扫描线上的像素对

应的纹理坐标满足线性关系，进而利用线性插值计

算每个像素透视正确的纹理坐标；然后分析了这种

方法带来的误差的特点，提出了修正误差的方法；最
后给出了详细的实验数据及结论．

实际上，尽管本文分析过程着眼于计算像素的

纹理坐标，但该方法也可以被应用于透视投影条件

下扫描转换过程中其他数据的计算［４］，如光照计算

（Ｇｏｕｒａｕｄ或者Ｐｈｏｎｇ着 色）、像 素 颜 色 计 算（利 用

多边形顶点 的 颜 色 信 息 得 到 多 边 形 内 部 像 素 的 颜

色）等．另外，本文的目的是计算高精度的纹理坐标，
得到的纹理坐标还需要结合类似于文献［４］中的反

走样技术来生成高精度的像素颜色，进而提高渲染

质量．

１　透视正确的纹理坐标计算

文献［４］总结了纹理映射的３种方式：屏幕空间

扫描、纹理空间扫描和２个空间同时扫描．其中屏幕

空间扫描的伪代码如下：
ｆｏｒ　ｙ

　　ｆｏｒ　ｘ

　　　ｃｏｍｐｕｔｅ　ｕ（ｘ，ｙ）ａｎｄ　ｖ（ｘ，ｙ）

　　　ｃｏｐｙ　ＴＥＸ［ｕ，ｖ］ｔｏ　ＳＣＲ［ｘ，ｙ］

屏幕空间扫描是最常用的方法，该方法也叫做

逆映射．映射的过程需要找到一种参数化表示，以便

从屏幕空间映射到纹理坐标空间．纹理映射需要２
步：纹理空间和齐次物体空间之间的映射，齐次物体

空间和２Ｄ屏幕空间的映射．
对于参数化方式表示的曲面，这个过程易于表

示，但是对于多边形网格组成的模型来说却不那么

直接．对于多边形网格来说，在多边形顶点处定义了

其对应的纹 理 坐 标（ｕ，ｖ），这 样 就 定 义 了 一 个 从 纹

理空间到３Ｄ物体空间的仿射变换．屏幕坐标（ｘ，ｙ）
和物体坐标（ｘ′，ｙ′，ｗ′）以及纹理坐标（ｕ，ｖ）之间的

关系为

（ｘ，ｙ）＝ ｘ′
ｗ′
，ｙ′（ ）ｗ′ 　　　　　 （１）

ｕ
ｖ
熿

燀

燄

燅１
＝
Ｋ　Ｌ　Ｍ
Ｎ　Ｐ　Ｑ
熿

燀

燄

燅Ｒ　Ｓ　Ｔ

ｘ′
ｙ′
熿

燀

燄

燅ｗ′

（２）

通过式（１）（２）可以建立起屏幕坐标和纹理坐标

之间的关系

（ｕ，ｖ）＝ Ｋｘ＋Ｌｙ＋Ｍ
Ｒｘ＋Ｓｙ＋Ｔ

，Ｎｘ＋Ｐｙ＋Ｑ
Ｒｘ＋Ｓｙ＋（ ）Ｔ （３）

通过式（３），可以在屏幕空间扫描转换多边形的

过程中 计 算 得 到 每 个 像 素 对 应 的 纹 理 坐 标．但 从

式（３）可以看出，屏幕坐标和其对应的纹理坐标之间

是双曲线关系，计算一个像素的准确纹理坐标至少

需要２个除法操作或者一个求倒数操作和２个乘法

操作．
目前有２种方法可避免逐像素除法这样的费时

操作：将双曲线用直线或者二次曲线近似［５－６］和利用

Ｍｉｄｐｏｉｎｔ算法［７］．下面分别对这２种方法进行分析．
１）使用直线或二次曲线近似双曲线的方法

这类方法利用了基于误差控制的技术，按照误

差准则对多边形进行子分，子分多边形内部像素坐

标和纹理坐标之间的双曲线关系用线性或者二次曲

线逼近．文献［８］发现，误差的最大值发生在三角形

的边上，故而可以通过控制三角形边上的误差来对

原始三角形进行子分，每个子三角形采用传统方式

进行扫描转换，并且采用线性插值计算像素纹理坐

标，得到的纹理坐标误差在可控范围内．但是，该方

法都是在取一种效率和误差的折中，所得到的纹理

坐标误差较大，并且在某些情况下有明显的视觉错

误，如渲染大面积多边形时．
２）Ｍｉｄｐｏｉｎｔ算法

该算法很好地分析了双曲线公式的特点，巧妙

地利用了相邻像素间的相关性，并利用迭代加法结
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合条件判断来计算像素的纹理坐标，避免了除法运

算［１，７，９］．但是利用该算法得到纹理坐标误差绝对值

最大是０．５，在需要精度较高的场合难以适用．
Ｋｉｍ等［１０］通 过 深 入 挖 掘 Ｍｉｄｐｏｉｎｔ算 法 的 优

势，提出了能够得到任意精度纹理坐标的方法．该方

法首先利用类 似 Ｍｉｄｐｏｉｎｔ的 纹 理 坐 标 计 算 方 式 得

到当前像素纹理坐标的整数部分，接着使用有限次

的加法迭代以及条件判断得到小数部分（下文中将

该算法称为Ｋｉｍ算法）．Ｋｉｍ算 法 中 设 计 了 特 殊 的

硬件来支持这种算法，原因是计算纹理坐标小数部

分时像素之间是独立的，硬件可以实现并行计算．但
这种算法存在一些缺陷：１）效率的提升有赖于文中

提出的硬件结构；２）计算精度的提高会造成栅格化

效率的急剧下降．
本文提出一种精确计算像素纹理坐标的方法，

使用线性插值作为计算纹理坐标的手段，每个像素

计算只需要少数浮点数乘法及加法操作，其误差修

正过程使用了直线逼近双曲线的策略．

２　线性插值的条件

由于屏幕坐标和其对应的纹理坐标之间是双曲

线关系，对于每条扫描线，如果直接采用双线性插值

算法计算像素 纹 理 坐 标，则 会 造 成 类 似 图１ａ所 示

的透视错误，图１ｂ所示为透视正确的渲染图像［３］．

图１　采用不同方法对四边形扫描转换的结果

实际上，水平扫描线上相邻的像素投影到物体

表面后，它们之间的距离不再相等，而是呈现非线性

的变化，如图２所示；由于物体空间和纹理空间之间

的变换是仿射变换，所以最终映射到纹理空间后也

是非线性变化的，这将导致无法直接使用线性插值

计算像素纹理坐标．
通过观察这个过程我们发现，扫描线上像素点

的深 度 不 一 致 是 造 成 这 个 问 题 的 原 因 所 在（如

图２）．那么相应的，若扫描线上的点深度一致，则扫

描线上的线 性 变 化 映 射 到 物 体 空 间 后 仍 然 是 线 性

的，也就可以使用线性插值方式来得到纹理坐标．在

图２　屏幕空间中的线性变化在物体空间中是非线性的

图３中，以平行屏幕的平面切割空间中待栅格化的

多边形形成线段Ｌ，在 屏 幕 空 间 中 很 容 易 证 明 和Ｌ
平行的每条直线Ｌ′上的点深度相同，本文将这些直

线称为固定深度扫描线．和传统扫描线不同，这种类

型的扫描线不是水平方向的，而可能是屏幕空间的

任意角度．

图３　线性插值的条件

下面证明，如果沿着固定深度扫描线来扫描转

换多边形，则像素纹理坐标的变化是线性的．
通过分析式（１）（２）可以得到（下文以计算纹理

坐标ｕ为例，ｖ的计算类似）

ｕ＝Ｋ×ｘ×ｗ′＋Ｌ×ｙ×ｗ′＋Ｍ×ｗ′ （４）
如果扫描线上深度一致，ｗ′在这条扫描线上是

常数，则式（４）可以表示为

ｕ＝Ａ×ｘ＋Ｂ×ｙ＋Ｃ，Ａ，Ｂ和Ｃ为常数 （５）
由于屏幕空间上的扫描线可以表示为ｙ＝ｇｘ＋

ｂ的形式（其中ｇ为固定深度扫描线的斜率．为了便

于讨论，下文中假设固定深度扫描线的斜率ｇ的绝对

值小于１．如果ｇ的绝对值大于１，将ｘ和ｙ调换即

可），则式（５）最终可以表示为ｕ＝Ｓｔｅｐ×ｘ＋Ｄ，Ｓｔｅｐ
和Ｄ为常数，故

ｕ（ｘ）－ｕ（ｘ－１）＝Ｓｔｅｐ （６）
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　　式（６）表明，若沿着固定深度扫描线来扫描转换

多边形，则像素纹理坐标的变化是线性的．可以采用

直线的扫描转换算法对每条固定深度扫描线进行扫

描转换（如ＤＤＡ算法），然后利用递加Ｓｔｅｐ 的方式

计算其经过像素的纹理坐标．

３　算法改进

第２节中给出的固定深度扫描线算法虽然可以

使用递加的方式来得到扫描线经过像素的纹理坐标

值，但是此时的扫描线一般是倾斜的，失去了传统的

水平或者垂直方向扫描线方式的优势，比如难以使

用多边形边界剪切扫描线等．
本文需要对算法进行修改，以便能按照传统扫

描转换方式来遍历多边形所覆盖的所有像素．图４
所示为对一个多边形进行固定深度扫描线转换的过

程．图４中，上半部分表示固定深度扫描线的离散化

模式；下半部分是利用这个扫描线对多边形进行扫

描转换的结果．由于扫描线按照从下到上的顺序间

隔１个像素递进，而每个像素和扫描线在ｙ方向的

距离不超过０．５，所 以 屏 幕 上 的 每 个 像 素 都 可 以 唯

一地被分配到离它最近的扫描线中．更进一步地，在

ｙ方向上相邻的２个像素，其所属的扫描线也相邻．
这就意味着，在屏幕上的每列像素中只要索引到一

个像素的扫描线，其他像素的扫描线也随之确定．

图４　屏幕像素和固定深度扫描线的对应关系

这种利用索引方式找到像素所属扫描线的方法

需要按照垂直扫描线的方式扫描转换多边形（如果

扫描线的斜率｜ｇ｜＞１，采用水平扫描线），且需要为

每个扫描线计算起始点的纹理坐标以及纹理插值步

长信息并 保 存（假 设 分 别 保 存 于ＴｅｘＣｏｏｒｄ和Ｓｔｅｐ
数组中）．则第２节中的固定深度扫描线算法可以修

改如下．
算法１．使用固定深度扫描线进行线性插值得

到像素纹理坐标的算法

① 将多边形转换到观察坐标系当中；

② 求得该多边形所在平面和投影平面相交直线的斜率ｇ；

③ 找到处于多边形下方的第一条固定深度扫描线Ｌ′，设

其和多边形包围盒左边相交点坐标向下取整后为（ｘｓ，ｙｓ）；

④ ｗｈｉｌｅ固定深度扫描 线Ｌ′和 投 影 到 屏 幕 中 的 多 边 形

相交；

⑤ 　计算Ｓｔｅｐｕ，Ｓｔｅｐｖ并保存于Ｓｔｅｐ数组中；

⑥ 　计算Ｌ′起点像素（ｘ′ｓ，ｙ′ｓ）的纹理坐标（ｕ，ｖ）并保存

于ＴｅｘＣｏｏｒｄ中；

⑦ 　Ｌ′向上移动一个像素，ｙ′ｓ＋＝１；

⑧ｅｎｄｗｈｉｌｅ

⑨ ｗｈｉｌｅ垂直扫描线和投影到屏幕中的多边形相交

⑩ 　找到垂直扫描线中的多边形边界像素ｐ（ｘ，ｙ）；

瑏瑡 　ｏｆｆｓｅｔ＝ｘ－ｘｓ；

瑏瑢 　ｉｎｄｅｘ＝ｙ－ｉｎｔ（ｙｓ＋ｇ＊ｏｆｆｓｅｔ＋０．５）；

瑏瑣 　ｗｈｉｌｅ像 素ｐ不 是 垂 直 扫 描 线 中 多 边 形 的 另 一 个

边界像素

瑏瑤 　　ｕ＝ＴｅｘＣｏｏｒｄ［ｉｎｄｅｘ］．ｕ＋ｏｆｆｓｅｔ＊

Ｓｔｅｐ［ｉｎｄｅｘ］．ｕ；

瑏瑥 　　ｖ＝ＴｅｘＣｏｏｒｄ［ｉｎｄｅｘ］．ｖ＋ｏｆｆｓｅｔ＊

Ｓｔｅｐ［ｉｎｄｅｘ］．ｖ；

瑏瑦 　　通过纹理坐标（ｕ，ｖ）得到当前的像素颜色；

瑏瑧 　　ｙ＝ｙ＋１；

瑏瑨 　　ｉｎｄｅｘ＝ｉｎｄｅｘ＋１；

瑏瑩 　ｅｎｄｗｈｉｌｅ

瑐瑠 　下一条垂直扫描线；

瑐瑡ｅｎｄｗｈｉｌｅ

４　算法复杂度分析

假设固定深 度 扫 描 线 数 目 为ｎ．下 面 从 时 间 复

杂度和空间复杂度进行分析．
１）时间复杂度．从算法１的第瑏瑣～瑏瑩行可以看

出，在最内层循环中要用到２个浮点数乘法、２个浮

点数加法和２个整数加法．从第⑨～瑏瑢行可以看出，

在每个垂直 扫 描 线 中 需 要 用 到１个 浮 点 数 乘 法、２
个浮点数加法和２个整数加法．
２）空间复杂度．从算法１的第⑤，⑥行可以看

出，该算法需要用到４ｎ个浮点数来在扫描转换过程

中保存计算所需的数据．

５　误差修正

由于屏幕像素是整数坐标，而固定深度的扫描

线的斜率是任意的，所以第３节中给出的算法会产
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生误差．如图５所示，利用算法１计算出的纹理坐标

值实际上是固定深度扫描线上的纹理坐标，而非像

素点的纹理坐标．这种误差会造成渲染图像出现“锯
齿效果”的走样现象．

图５　固定深度扫描线上的点和像素中心之间有一定的误差

　　解决误差问题的办法就是减少离散点和斜向扫

描线之间的距离．可采用如下３种方式：

１）减少固定 深 度 扫 描 线 的 间 隔 进 行 误 差 修 正

（下文中称为 加 密 扫 描 线 修 正 误 差）．从 图６ａ可 以

看出，利用这种方式可以减少像素和固定深度扫描

线之间的距离，进而提高纹理坐标精度．但是这种方

式会成倍增加空间复杂度，也会增加索引固定深度

扫描线时的复杂度．

图６　误差修正

　　２）找到离像素点最近的２条扫描线，将纹理坐

标和屏幕坐标的双曲线关系近似看作线性关系，以

像素点和扫描线之间的距离作为参数再进行一次线

性插值（下 文 中 称 为 线 性 修 正 误 差）．该 方 式 和 算

法１在空间复杂度上一样，只 在 第⑨行 后 的 代 码 中

有所不同，并且在最内层循环中该方式只增加了２
个浮点数乘法和４个浮点数加法．但 从 图６ｂ可 以

看出，该方式的误差修正效果明显．
３）上面２种方式的结合．这种方式指的是既增

加固定深度扫描线的密度，又使用线性修正误差．很
明显，这种修正方式的代价也是最大的．

６　比较及结论

图７所示为采用不同的纹理坐标计算方法计算

得到像素纹理坐标，并采用双线性插值的方式从纹

理中得到像素颜色．图７ａ，７ｂ所示为采用Ｋｉｍ算法

计算得 到 的 渲 染 图 像，纹 理 坐 标 平 均 误 差 分 别 为

０．２５和０．１２５；图７ｃ所示为采用本文提出的固定深

度扫描线算法；图７ｄ所 示 为 采 用 本 文 提 出 的 固 定

深度扫描线算法并进行线性修正误差算法；图７ｅ所

示为采用式（３）计算准确的纹理坐标得到的渲染图

像．可以看出，Ｋｉｍ算 法 可 以 较 好 地 控 制 渲 染 图 像

的质量；直接使用固定深度扫描线算法容易造成渲

染图像的“锯齿”效果，误差较大；如果对固定深度扫

描线算法进行线性修正误差，将获得接近“精确”的

渲染结果．
图８所示的２个 统 计 表 是 利 用 本 文 方 法 对１４

个不同场景 进 行 纹 理 坐 标 计 算 所 使 用 的 时 间 比 较

（将Ｋｉｍ算法达到相同平均误差所需时间归一化为

１），图８ｂ所示为在计算纹理坐标时进行了线性修正
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误差，而图８ａ没有．可以看出，经过误差修正后的准

确率有极大提高．要达到和本文方法接近的精确度，
Ｋｉｍ算法要花费更多的时间（每种算法都采用软件

方式实现）．

　　图９所示为本文算法的误差统计表，其中对比

了是否使用误差修正的效果．可以看出，同样的场景

进行线性修正误差操作后，绝大多数情况下可以极

大地提高精度，甚至将误差减小到接近于０．

图９　本文算法精度统计

　　图１０中对比了文中提出的不同误差修正方式

的效果及时间效率，可以发现，单纯使用加密固定深

度扫描线进行修正误差的误差修正效果较好，但远

达不到进行线性误差修正的水平，并且随着扫描线

密度的增加，其效率下降比较严重．使用线性修正误

差可以极大提高精确度，但这种情况下加密扫描线
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并不能显著地提高误差修正的效果，反而使得计算

效率降低．

图１０　进行误差修正对纹理坐标误差及效率的影响

综上，对于纹理坐标精度要求较低的场合，可以

直接使用固定深度扫描线算法；对于精度要求较高

的场合，应使用固定深度扫描线算法并进行线性修

正误差．本文方法较好地达到了精确度和计算效率

的平衡，通过占用一定的内存空间，解决了直接使用

固定深度扫描线算法所引起的无法使用传统扫描转

换方式的不足；通过线性修正误差，又可以在不过多

增加时间的情况下很好地提高纹理坐标计算精度．
该方法计算简便，很容易在硬件上实现，可适用于各

种计算平台，具有很好的应用前景．

　　致谢　感谢中国传媒大学动画学院费广正教授

在本文写作过程中提出的宝贵意见！
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